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U na delle più interessanti teoriche dell' Analisi sublime è senza 
dubbio quella dei determinanti; poiché, al dire di Sylvester, 
essa è un'algdrra al di sopra dell’ algebra; un calcolo il quale 
ci abilita a eomlnnare ed indovinare i risultati delle operazioni 
algebriche, nello stesso modo come la stessa algebra ci dispensa 
di formare delle speciali operazioni di aritmetica. Epperò lo studio 
di questa teorica ha occupale per molti anni le menti dei 
matematici. Fin dal 1750 Cramer nelle sue ricerche relative 
alla risoluzione di un sistema di equazioni di 1 grado esibì i 
determinanti risultanti da due e da tre equazioni ; e poi per 
analogia conchiuse la formazione dei determinanti risultanti da 
un numero maggiore di equazioni. Nel 1764 Bezout nel ricercare 
il grado dell’ eliminata di grandezze ignote da un sistema di 
equazioni notò diversi casi di determinanti; senza però entrare 
in alcuna discussione sulle proprietà dei medesimi. Nel 1772 
Laplace e Vandermonde esibirono la formazione dei determinanti 
risultanti da un sistema di equazioni ; e come corollarii di essa 
dimostrarono la proprietà ; che un determinante cambia segno 
colla trasposizione di alcuni suoi elementi ; e l’ altra , che un de- 
l(Tminanle si annulla, quando alcuni dei suoi elementi s'iden- 
tificano. Nel 1773 Lagrange dimostrò che il quadrato di un 
determinante di 3.° ordine è anche esso un determinante ; ed 
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applicò questa proprietà alla dimostrazione dei teoremi relativi 
alla piramide triangolare , ed al problema della rotazione dei 
corpi solidi. Questa proprietà dimostrata da Lagrange fu in seguito 
generalizzata da Gaus ; avendo questi dimostrato ; che il prodotto 
di due determinanti del secondo o del terzo ordine è anche un 
determinante. Si vuole che Gaus avesse introdotta nella scienza 
la parola delerminante. Nel 1812 Binet pubblicò una memoria 
nella quale stabilì tutti i principali teoremi dei determinanti del 
2.", 3." e 4.® ordine ; e li applicò alla discussione dei rom- 
boidi , alla dimostrazione delle proprietà delle superficie del 2.® 
ordine, e di quelle dei corpi solidi. Nel 1815 Cauchy publicò 
una memoria nella quale diede la regola generale per la mol- 
tiplicazione dei determinanti ; ed inoltre dimostrò le proprietà 
dei determinanti ad elementi reciproci, ed i piò rilevanti teo- 
remi relativi ai determinanti minori. A questo lavoro di Cauchy 
ne seguirono altri sopra dei punti relativi a tal soggetto , ma 
di questi i piò completi sono due memorie di M. Jacobi l’ima 
intitolata De formatiom et proprietalìbus Determinanti im , l’ altra 
De Determinantihus fmtionahihm ; la Teorica dei Determinanti di 
Brioschi, due memorie di Spotliswoode , le quali portano il titolo. 
Elementare Theorems relating to Determinante; in fine il trattato 
di Batiren. Theorie und Aucerendung der Determinanten. Ma, a 
dir vero , tutti questi lavori , quantunque siano di grandissimo me- 
rito; pure non hanno resa generalmente accessibile una tanto 
importante teoria ; per essere le dimostrazioni o totalmente m»- 
glette, ovvero di una immensa difficoltà. Laonde noi ci pro- 
ponevamo in una serie di memorie di mettere piò in luce le 
diverse parti che la compongono , come anche le sue principali 
e piò interessanti applicazioni. In questo primo lavoro ci fermiamo 
a dimostrare i teoremi elementari relativi alla formazione , addi- 
zione , sottrazione , moltiplicazione e scomposizione dei deter- 
minanti. 
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Sentiamo il dovere intanto di annunziare che , mentre noi 
ci occupavamo di questo lavoro, l’egregio nostro professore Signor 
Trudi presentava all' Accademia cinque memorie relative ai de- 
terminanti , le quali , essendo state dagli accademici giudicate di 
moltissimo merito, verranno inserite negli atti. 
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CAPO PRIMO 


Prìndpli roodamentali. 


P er la chiara intelligenza di ciò che segue ; è da notarsi : che in un 
gruppo a a ...a . . .a . . .a di più Simboli, uno qualunque di essi, 

** *ig 

per esempio , introduce tante inversioni quanti sono i sìmboli che se- 
guono a , ed hanno gl' indici minori di etn : e che un gruppo presenta tante 

p 

inversioni quant’ è la somma dei numeri deile inversioni che presenta ciascuno 
dei simboli che lo compongono. Così il gruppo 0 , 0 , 0 , presenta tre inversioni. 
Per formare le permutazioni ad n ad n di n simboli 
0 , , o, , o, ,. . . . 0 |, ; 

può seguirsi il seguente processo: Si formino le combinazioni ad m ad m di 
questi simboli , supponendo che m sia minore di n ; ìndi si formino le pt-r- 
mutazioni di ciascuna di queste combinazioni ; e ciascuna di esse si punga 
avanti a ciascuna delle permutazioni dei rimanenti n—m simboli. Quindi ri- 
sulta, che le permutazioni di n simboli possono divìdersi in classi ciascuna delle 
quali contenga 1.2.3...(n — 1) gruppi che provengono dalle permutazioni di 
(n — 1) degli n simboli proposti , ponendo innanzi a ciascuna di esse I' n° sim- 
bolo escluso. 

p 

Noi indichiamo con — l' assieme delle permutazioni degli n — 1 sìmboli 
restanti, escludendo a,; e le suddette classi coi simboli 



Similmente le stesse permutazioni possono dividersi in classi , ciascuna 
delle quali comprenda 2x(n — 2)(n — 3). . .2.1 gruppi i quali provengono dalle 
permutazioni di n — 2 dei simboli proposti, ponendo innanzi a ciascuna di esse 
successivamente ciascuna delle permutazioni dei rimanenti due sìmboli. 

2 
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In f;eiiRralc le sieste permutazioni possono dividersi in classi , ciascuna 
delle quali comprenda 1.2. .mx(n — m)(n — m—1). . .2.1 gruppi, i quali 
provengono dalle permutazioni di n — m dei simboli proposti , ponendo succes- 
sivamente innanzi a ciascuna di esse ciascuna delle permutazioni dei rima- 
nenti m simboli. Noi indichiamo col simbolo 


r assieme delle permutazioni della combinazione ad m ad n> la quale è stala 
la p(!r ordine di formazione ; co! simbolo 

... 0 .' 

r 

r assieme delle permutazioni dei rimanenti n — m simboli ; e le suddette classi 
coi simboli 

< 11 , . o,. . , 0 .+.. , (a, , a.. . . ,n.\ . . . 

(fi. , . .a.)Ja„+, , O.+.. . .u.)^ {6) 

. (n — 

indicando con a il numero u ^ — ■ • 

1.2.3. ..in 

Oltre del succennato metodo di formare le permutazioni di n simboli ; 
possiamo anche seguire il seguente procedimento : Si formino le permutazioni 
di n — 1 di essi ; indi in ciascuna di queste si faccia occupare al simbolo 
escluso tutti i posti possibili. Di qui nasce; che le permutazioni di n simboli 
possano dividersi in classi , ciascuna delle quali contenga 1.2. . .(n — 1) gruppi 
i quali provengono dalle permutazioni di n— 1 dei simboli proposti, escluso a,, 
ponendo in ciascuna di esse a, dopo un determinato numero di simboli. Noi 

p 

indichiamo con a,^— l’assieme delle permutazioni in cui a, è posto dopo p— 1 
simboli ; per modo che le suddette classi verranno rappresentate dai simbob 


I' P 

0 , — . — 

in, «n. 


•in. 



(7) 


Dalla natura stessa delle permutazioni ad n ad n di n sìmboli segue ; 
che ad una qualunque delle medesime corrisponde un' altra dalla quale quella 
dilferiscc per lo scambio di un determinato simbolo, p-e. a^, in un altro 

determinato, p. e. fi : quindi si possono queste permutazioni dividere in 

coppie , ciascuna delle quali contenga due gruppi che dilferiscono I’ uno dal- 
r altro per lo scambio di due determinati simboli , p. e. a , a l' uno riel- 

*/> *f+- 

r altro. Ora se m = 1 saranno 




o 


,AI 

(«, 
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i gruppi ili ima coppia qualunque ; e supponendo che x, sia minore ili ; 
evidentemente il gruppo (B) presenterà una sola inversione di piìi del grii[>- 
po (A) . la quale sarebbe a,^. Che se m=2 ; i gruppi di una coppia qua- 
lunque saranno 


<*. a. 


a 


X, 


(A' 


0. <1- 




(B): 


ed è chiaro che se è compreso tra «, ed , ed : il grup])o (Il 

presenterà tre inversioni più di (A) ; e ne presenterà una sola di più . avve- 
randosi solo la seconda ipotesi. Che se m==3 i gruppi di una coppia qualun- 
que saranno 




CA) 




(B): 


e B) presenterà cinque inversioni più di (A), se ed sono 

compresi tra z, ed z^, ; ne presenterà tre di più se , essendo , un 

solo dei due indici z^, , z^ è compreso tra z, i-d z^, ; ne presenterà una 
sola di pili se z^ ed z^ non sono compresi tra z, ed z^,. Generalmente 
se i gruppi (A) e (B) di una coppia sono tali che tra i simboli [lermutati ve 
ne sono m — 1 altri , per modo che questi siano rappresentati da a, , u, : 

allora (B), supposto che z^<^z^, presenterà tante inversioni più di (A) quanl’ò 
il doppio numero dei simboli compresi tra ed a,^ . i cui indici sono com- 
presi tra X, ed z,^, , più uno : laonde possiamo cnnchiiidere il 

Teorema : I due niuneri d'itweriioni che pretetUnno i due gruppi di ogni 
coppia di quelle , in cui possono dividerti le permutazioni ad n ad n di ii 
timboli, di/feriirono per un numero impari. 
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CAPO SECONDO 

Proprietà generali ai dotenninanti. 


Se con n simboli a, . formate le permutazioni ad n ad n ; 

diamo a ciascuna di esse il segno + o — , secondochè presenta un numero 
pari o impari d' inversioni , ed apponiamo ai simboli successivi che la com- 
pongono rispettivamente i secondi indici i i quali siano gli stessi 

per tutte le permutazioni ; supponendo che i simboli i quali diDeriscono almeno 
per uno dei doppii indici rappresentino quantità diverse ; il polinomio cosi 
formalo diccsi un delerminanle. Riflettendo sulla dcQnizione del determinante , 
facilmente si rileva ; che i primi fattori dei termini successivi di tal polinomio 
sono successivamente le grandezze 

“«.-jSi • 

che i secondi fattori sono successivamente le grandezze 

> “«. /S, ,3, • 

e cosi di seguito; Analmente gli ultimi fattori sono successivamente le grandezze 

• 

per questa ragione è conveniente di simboleggiare il determinante in parola 
col quadro 






‘'«II*. 



• • • 










Poiché tutti i termini di un determinante sono del medesimo grado , il quale 
è uguale al numero dei simboli ausiliarii adoperati per formarlo , ovvero al 
numero delle quantità, o elemenli, che sono in una linea orizzontale o verticale 
del (piadro che lo simboleggia : cosi si dice che questo numero indichi lordine 
del determinante. Se alle due serie di indici p, , P, . |S,. . .,5. si 
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sostituisce lu serie dei numeri successivi 1 , 2 , 3 , . . . n ; allora il determinante 
superiore sarà rappresentato dal quadro 


a... 

«..«...■ 

....a.,. 

«... 


.... a... 

«... 

^1*3 J* 

....a,.. 

«... 

«... a... 

• • • • 


Se in questo quadro noi sopprimiamo m qualunque linee orizzontali ed m 
qualunque linee verticali ; il rimanente quadro evidentemente rappresenterà il 
determinante che si produrrebbe , facendo lo permutazioni dei simboli che sono 
nella prima linea orizzontale ai quali sia soppresso il secondo indice , ed ap- 
ponendo ai simboli successivi che compongono ciascuna di queste permutazioni 
rispettivamente i secondi indici dei simboli che formano la prima linea ver- 
ticale. Questo secondo determinante dicesi determinante minore per rispetto 
al determinante (1) il quale chiamasi determinante principale. 11 determinante 
che si ottiene prendendo nelle m linee orizzontali escluse le m verticali corri- 
spondenti alle verticali escluse chiamasi complementare del precedente minore. 

Intendiamo che le permutazioni di n simboli siano divise nelle classi indi- 
cate dai simboli (a) ; indi ai simboli di ciascun gruppo apponiamo per secondi 
indici dei numeri che indicano i posti che essi occupano nel medesimo ; in 
fine intendiamo che ciascuno dei monomii risultanti prenda la forma seguente 
±a^.|X±a^,2a^.3...a^.„ ; 

dando ad a^^.j il segno -i- o — , secondwliè è pari o impari il numero delle 
inversioni che il simbolo introduce nel gruppo 


a». «I- «j. 


ovvero secondoelvè «, — 1 è pari o impari; essendo evidentemente «i — 1 il 

numero degli indici minori di <*, che presenta il gruppo a^a^a^^ a^; 

ed alla seconda parte del precedente prodotto il segno -f- o — , secondochè 
è pari o impari il numero delle inversioni che presenta il gruppo 


Per siffatta apposizione di segni ciascuno dei termini da noi testé for- 
mati avrà il segno -i- o — , secondochè è pari o impari il numero delle in- 
versioni che presenta la permutaziotie da cui è stato dedotto ; quindi il poli- 
nomio formato dall’ assieme di tutti questi termini sarà il determinante pro- 
dotto dai simboli ausiliarii 


fli . fl, . a, a.; 
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ossia il determinaiite (1). looltre i termini provenienti da una classe qualun- 
que a,— di permutazioni sono prodotti di due fattori dei quali i primi sono 


tutti uguali a ±0^,, ed i secondi sono formati dalle permutazioni — , appo- 

iiendo ai simboli successivi di ciascuna di esse rispettivamente i secóndi in- 
dici ^2.3. . .n , e dando a ciascuno dei gruppi risultanti il segno -f-o — , 
secondochè è pari o impari il numero delle inversioni die presentano i simó 

boli che lo compongono ; adunque i termini risultanti dalla classe a i sono 

Il prodotto di ±0,, pel determinante minore che si ottiene da (1), escludendo 
la prima linea orizzontale e la p“ linea verticale : adunque se indichiamo 

con — un tale determinante, e con P il determinante (1); si avrà la relazione 






I* 


dalla quale apparisce la verità del seguente. 

Teorema 1." Un dtterminanU di un ordine queUunque è uguale alla somma 
algebrira dei prodotti che »i ottengono moltiplicando ciascuno elemento della 
prima linea orissontale pel determinante minore formato , esdtidendo la prima 
linea orizzontale , e la linea verticale che corrisponde alF elemento moltiplica- 
tore: osservando che ciascun prodotto deve esser preso col segno -i-o—,se- 
enndorhc il primo indice deW elemento moUiplicatore è impari o pari. 

Se poggiati sul teorema precedente sviluppiamo un determinante dell'or- 
dine n” in altri minori dell’ ordine indi poi sviluppiamo ciascuno di 

questi in altri dell'ordine («— 2j“, e cosi di seguito; arriveremo in One ad 
avere esplicitamente tutti i diversi termini che compongono io sviluppo del 
determinante proposto. Cosi si ha 


Esempio 1 .” 


«... 

«... «... « 1 .. 
«. . «... « 1,1 




«..«!.. 

«..1 «1.1 


— «... 


«... «I . 

«. J «1.1 


+ «»( 


«..«...j 

r 

«... «..,. 





«.. 

«... 

«1,. — «. . 

«I.. 0..I -f-o... . fl, , 


— «... 

«... 

«1.1 +«.., 

a,., d,.i - 

rt, , a,., 

j-r. y, 1 


y. 1 

!«■. 1 

k. y. 


U. y. 1 

=z-. 

y> 1 


-H 

j 

1 

1 1 


1 

K. .V. 




■r.y. — x.y, -f- J- ,y, _ x.y, 4- x.y, — xj/, ; 
or siccome qurrsta espntssione indica il doppio dell' area del triangolo i cui 
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«ertici Slitti) (x,y,'i {x.y,) [x,y,) , cosi anche questo sarà il significato geometrico 
del precedente determinante : laonde la condùionc perchè i suddetti punti siano 
in lineo retta verrà dinotata dall'equazione 

ar. y. 1 

•r.y, 1 =0 
U.y, l| 



U. !/. =. < 

/jicmpifi .‘l.° t 

|*ri t'i -» 1 

I 

IX. V.;. 1 


!y.5,i 

1 


1 

x.y. 1 


y. ;.j 

1 

— y, 

Zi 1 

-i r, X, y.l 

— 

y» «j 

j/i ^ 



1 Ji Vi 1 


•r.y, 


Questo determinante rappresenta/il volume della piramide i cui vertici 
sono determinati dalle coordinate {x,y,z,),{x,y.^,),{x,y,z,)■,[x^^z^); laonde la 
condizione perchè questi quattro punti siano sopra un piano è dinotata dal- 
l'equazione 



X. V. 1 

i 

I-c. !/i - • I 

» 

a'. i*i "4 ^ 

Il teorema testé dimostrato può esser generalizzato, come da quanto segue 
apparirà. 

Intendiamo che le permutazioni di n simboli siano divise nelle classi in- 
dicate dai simboli (P; , indi apponiamo ai simboli successivi di ciascuna per- 
mutazione dei secondi indici i quali siano i numeri della serie 1.2.3. ...n 
presi con un ordine determinato , in One intendiamo che ciascuno dei monomii 
risultanti sia |misIo sotto la forma 

prendendo il segno -f- 0 — fuori le parentesi , secondochè è pari 0 impari il 
numero delle inversioni che i simboli a,, , . . 0 *^ introducono nel grup- 

|Hi u^.. . .a^, quando sono tutti paragonati ai simboli -‘'j,- 

il segno - 1-0 — avanti alla grondena posta nella prima parentesi , secondo- 
chè è pari 0 impari il numero delle inversioni che presenta il gruppo . 

ed in fine il segno -t- 0 — avanti alla grandezza posta nella seconda parentesi, 
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sccondochè è pari o impari ii numero delle inversioni che presenta il gruppo 

Egli è evidente che per tale apposizione di segni ciascuno dei termini 
testé costituiti avrà il segno + o — , sccondochè è pari o impari il numero 
delle inversioni che presenta la permutazione donde è stato dedotto ; poiché 
il numero delle inversioni che presenta un gruppo qualunque 


■ -o, 




...a. 


è la somma delle inversioni che presenta ii gruppo delle in- 

versioni che presenta il gruppo . . .a.^ , e delle inversioni che danno i 
simboli quando sono tutti paragonati agii altri laonde 

l’assieme di tutti i termini suddetti costituisce lo sviluppo del determinante (1). 

Ora esaminando la natura dei termini che risultano dalle permutazioni 
di una classe qualunque ^ 

(«,.«. . a-s, a ,\ . \p) 

osserviamo. l.° Il segno che è fuori le parentesi è lo stesso per tutti: poi- 
ché questo risulta dal paragone dei simboli posti nella prima parentesi coi 
simboli posti nella seconda , e tanto gli uni quanto gli altri sono gli stessi per 
tutti i termini in esame. 2.” Delle grandezze contenute nelle prime parentesi 
solo 1.2.3...m sono diverse; e queste provengono dalle permutazioni 
(a, ,a,...o.\, dando ai successivi simboli che compongono ciascuna d’esse 
dei secondi indici i quali sono m numeri della serie 1.2.3...n presi con un 
ordine determinato, ed apponendo a ciascun monomio risultante il segno -t- 

0 — , secondochè è pari o impari il numero delle inversioni che presentano 

1 simboli che entrano a formarlo ; adunque le grandezze diverse contenute 
nelle prime parentesi formano il determinante minore che si ottiene da (1) , 
prendendo nelle m linee orizzontali corrispondenti ai secondi indici le m line<! 
verticali corrispondenti alla pecsima combinazione ad m ad m degli n simboli pro- 
posti. 3." Delle grandezze contenute nelle seconde parentesi solo 1.2.3... fn — m) 
sono diverse , e queste provengono dalle permutazioni (a^, , a ^. . .a.,, appo- 
nendo ai simboli successivi di ciascuna di esse per secondi indici rispettivamente 
i rimanenti numeri della serie 1 .2.3. . .n presi con un ordine determinato , e 
dando a ciascun monomio risultante il segno -t- o — , secondochè è pari o 
impari il numero delle inversioni che presentano i simboli che lo compongono ; 
adunque queste parti formano il determinante minore complementare del pre- 
cedente. 4." Ciascuna delle parti diverse di quelle contenute nelle prime 
parentesi è moltiplicata per ciascuna delle parti diverse di quelle contenute nelle 
seconde parentesi ; adunque conchiudiamo che i termini risultanti dalia classe (p) 
formano il prodotto del determinante formato , prendendo nelle m linee orizzon- 
tali del determinante (1) corrispondenti ai secondi indici apposti ai simboli delle 
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permutazioni (a, , a.. . .a,\ le m linee verticali corrispondenti alla peesima com- 
binazione ad m ad m dei simboli a, , a. , a,. . . 0 . pel determinante minore com- 
plementare: laonde se dinotiamo questo prodotto col simbolo 

i (0|.| Oi.i • • • t 

si avrà che 

0,,,. . 

dalla quale relazione il seguente. 

Teorema 2.° Un determinante debordine n° è uguale alla somma dei 
prodotti dei determinanti formati da tutti i gruppi di m linee verticali prese 
in m qualunque linee orizsontali , e da tutti i grufai di n — m Itnaa verticali 
prese nelle rimanenti n — m linee orizzontali; avvertendo che una linea verti- 
cale non sia adoperala due volte , e che ciascuno dei prodotti sia preso col 
segno -t- o — , secondochè è pari 0 iiTipari il numero delle inversioni che 
presentano gli elementi del primo determinante relativamente agli elementi del 
secondo ; ovvero , secondochi i pari 0 impari il numero delle inversioni nel- 
r ordine naturale dei numeri che presentano i primi indici degli elementi del 
primo determinante relativamente ai primi indici del secondo. 

Cosi si avrà 


a,., a... a, , a. . 


a,^ a. , a, , a,.. 



0 ... a.., 


<J|.l ^*.1 


1 


a.i a.., 

a,., a,., 0 ,., 0 ,., 


a,.. 


1 


0*.» fl*.* 


<*1.4 0»,* 
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fl|.i <**.» 


a... a,., 

_ 
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a,.j <i*.j 


a,., a*. 


fl|.l **l.l 
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a.^ aw 


a,.4 a*.» 


0... a,. 


Oi.» a^j 


Poiché un determinante si può decomporre nella somma di prodotti di due 
determinanti minori ; cosi può anche un determinante decomporsi nella somma 
di prodotti di pili di due determinanti minori. Infatti supponiamo che un 
determinante sia sviluppato nella somma di prodotti di due determinanti mi- 
nori : sviluppando i determinanti minori che sono i primi fattori dei diversi 
prodotti in somme di prodotti di due determinanti minori ; il determinante 
principale sarà espresso da una somma di prodotti di tre determinanti mi- 
nori. Resta a conoscere il segno da darsi a ciascuno di questi prodotti : a 
tal fine osserviamo ; che nella prima decomposizione del determinante prin- 
cipale un prodotto qualunque è positivo o negativo , secondochè i primi indici 
degli clementi del primo determinante minore paragonati ai primi indici 
degli elementi del secondo determinante minore presentano un numero pari 

3 
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tì impari d’inviTsioni neH’ ordine naturale dei numeri: ma decomponendo il 
primo di questi due determinanti minori uella somma di prodotti di due altri 
<letcrminanti minori ; un termine qualunque di questa somma è positivo o 
negativo , seeondiKliò i primi indici del primo deterininaiitc minore paragonati 
ai primi indici degli elementi del secondo presentano un numero pari o impuri 
d' inversioni ; adunque un termine qualunque della somma di prodotti di tre 
determinanti minori 6 positivo o negativo, sccondochè è pari o impari la somma 
del numero delle inversioni che presentano i primi indici del primo determi- 
nante minore paragonali ai primi indici del secondo e del terzo , e del numero 
delle inversioni che i primi indici degli elementi del secondo presentano , 
quando sono paragonati a quelli del terzo. Progredendo cosi nella decompo- 
sizione di uno dei determinanti minori di ciascun termine dello sviluppo già 
ottenuto del determinante proposto ; possiamo generalmente eonchiudcrc il 
seguente. 

Teorema 3.® Se sono dei numeri tali che la loro somma sia 

uguale ad n; un determinante delC ordine n“ si può decomporre nella somma 
dei prodotti dei determinanti formati da lutti i gruppi di « linee verticali prese 
in a qualunque linee oriziontati , da lutti t griqipi di fi linee verticali prese 
in fi qualunque delle rimanenti n— 2 linee orizzontali , e così di seguito ; in 
fine da tulli i gruppi di k linee verticali prese nelle residuali k linee orix- 
zontali , avvertendo che una linea verticale non sia due volle adoperala, e che 
ciascuno di questi prodotti sia preso col segno -|- o — , secondochè la somma 
delle inversioni che presentano i primi indici degli elemenli di ciascun deter- 
minanle minore relativamente ai primi indici degli elementi dei determinanti 
minori seguenti è pari o impari. 

In forza di questo teorema un determinante dell' ordine n si può decom- 
porre nella somma di prodotti di determinanti minori , la somma dei cui 
ordini sia uguale ad n ; ora se supponiamo che svaniscano gli elementi , i 
i|uuli sono coutcmili nelle prime i linee verticali delle ultime i linee orizzon- 
tali ; e decomponiamo il determinante nella somma di prodotti di determinanti 
minori rispettivamente degli ordini i ed n — t; poiché una sola combinazione 
di n~i lince verticali delle ultime n — t linee orizzontali ha tutte le sue linee 
dillérunli da zero ; così la somma in parola si riduce ad un sol termine che 
è composto dal prodotto del determinante formato dalle prime i linee verticali 
delle prime • linee urizzoutali, pel determinaule formato dalle seconde n — » 
linee verticali delle seconde « — i linee orizzontali : adunque possiamo ciinehiu- 
' dere il seguente. 

Teorema Se nelle ultime u — i linee orizzontali di uh detenninante 
deW ordine n“ tutte le linee rerticali, eccello le ultime ii — i, si annuilano ; il 
deierminanle sarà uguale al prodotto dei determinanti formati rispeltivamente 
(falle prime, e dalle ultime, n — i linee orizzontali e verticali. 
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Ua questo teorema immediatamente si deduce l'altro: 

Teorema 5.” Se in uno dei parallelogrammi che sono complemeiui dei 
due guadrati intorno dia diagonde di un determinante lutti gli elementi sra- 
niteono , lutti gli elementi nelTdtro complemento possono essere posti ugudi a 
sero; senza die si dteri il valore del determinante. 

Fra gli altri casi particolari possono esser notati i seguenti : 


0 1 





a, , o. .. 
rt.» a»..* 


0 0 


, . . . 


• .a.. 









• - a,,. 


a... a..* 

. . 0 .^ 


a,.a...:.aj 


a,., a, a,, 

0 a. a., 

0 0 a„, = < 1 , , a, . .a... 


lo 0 O..I 

Qtieste due relazioni possono essere cosi enunciate. 

Teorema 6 .° Il vdore di un determinante dell" ordine n® non si dlera ; 
considerandiAo come un determinante delV (n+i)® Online , avendo delle unità 
sulla diagonale , e seri in tutti gli diri posti nelle prime i linee orissontali 
e verticali. 

Teorema 7,® Un determinante di cui tutti gli elementi da una parte della 
sua diagonde svaniscono consiste del suo termine principde , ovvero del pro- 
dotto degli elementi posti sulla diagonde. 

Oltre del metodo risultante dal teorema l.” per sviluppare un deterini- 
naote ve n'ha un altro di cui ora ci occuperemo. 

Intendiamo che le permutazioni degli n simboli a, , a. ... a. siano divise 
nelle classi indicate dai simboli ( 7 ), indi apponiamo ai simboli successivi di 
ciascuna permutazione dei secondi indici che indichino i posti da essi occupati 


Digilized by Google 



— 20 — 


nella permutazione ; in Fine poniamo ciascuno dei monomii risultanti sotto la 
forma 


prendendo innanzi ad a,, il segno + o — , secondochè p — 1 ù pari o im- 
pari , ed il segno -+- o — innanzi alla seconda parte del termine precedente . 
secondochè è pari o impari il numero delle inversioni che presenta il gruppo 
a», “a,. • Eg'* è evidente che |>er tale apposizione di segni ciascuno dei 

termini da noi composti ha il segno -i- o — , secondochè è pari o ìmpari 
il numero delle inversioni che presentano i simboli che lo compongono ; poiché 
il numero delle inversioni che presenta una permutazione qualunque 


è uguale alla somma delle inversioni del gruppo . -«a^, <»a, ■ ■ -a«, . più 

p — 1, die indica il numero delle inversioni che il sìmbolo a, introduce nel grup- 
po (i) : laonde F assieme di tutti i termini da noi composti formano il determi- 
nante (1). Ora studiando la natura dei termini prodotti dalle permutazioni di una 
p 

classe qualunque a. —, osserviamo: che essi sono composti 'di due parti delle 

^Ot 

quali la prima ±a,, è la stessa in tutti , c le seconde provengono dalle permuta- 
p 

zioui —, apponendo ai sìmboli successivi di ciascuna rispettivamente i secondi 

indici 1,2,.. .p — 1 , p-Hl . . . « , ed affìggendo a ciascuno dei monomii risultanti 
il segno 4-0 — , secondochè è pari o ìmpari il numero delle inversioni che 
presentano i simlioli che lo compongono ; adunque queste seconde parti for- 
mano il determinante minore che si ottiene dal determinante (1), escludendo 

p 

la prima linea verticale e la p* linea orizzontale ; adunque indicando con — 

a, . 

questo determinante si ha la relazione 


P=«... a,. ±(J,, ±0.,.— 

la quale dà luogo al seguente 

Teorema 8.“ C'n delermiuante di un ordine qualunque è uguale alla somma 
algebrica dei prodotti che si ottengono moltiplicando ciascun elemento della prima 
linea verticale pel determinante minore che si ottiene , escludendo dal determi- 
tiante principale la prima linea verticale , e la linea oriszontale corrispondente 
all'elemento moltiplicatore; osservando di dare a ciascun prodotto il segno -t- o — , 
secondochè il secondo iiulice delf elemento moltiplicatore è impari o pari. 

Se dopo avere sviluppato secondo il metodo indicato dal precedente teo- 
rema un determinante dell' ordine n“ in altri minori dell’ordine n — 1 svi- 

luppiamo questi nello stesso modo in altri deli’ ordine n — 2“, c così farciamo 
surces.sivaracnte ; avn;mo lo sviluppo del determirianle proposto per le sue 
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linee verticali. Ora ravvicinando questo sviluppo di un determinante per le 
sue linee verticali con quello per le lince orizzontali , evidentemente apparisce, 
che essi si compiono collo stesso metodo ; quindi conchiudiamo il seguente. 

Teorema 9.® il vaiare di un determinante non cambia se tutte le linee oriz- 
zontali si cambiano in linee verticali , conservando ciascuna il medesimo posto 
di ordine che aveva. Ravvicinando questo teorema coi teorema 5.® siamo con- 
dotti a stabilire l’altro. 

9'eorema 10.® Se . . . k sono dei numeri tali che la loro somma sia uguale 
ad d; un determinante dell'ordine n’ si può esprimere colla somma dei pro- 
dotti dei determinanti formati da tutti i gnippi di > linee orizzontali presi in « 
qualunque linee verticali , da tutti i gruppi di p linee orizzontali prese in p qua- 
lunque delle rimanenti n— a linee verticali , e così di seguito ; in fine da tutti 
i gruppi di k linee orizzontali prese nelle residuali linee verticali; avvertendo 
che una linea orizzontale non sia due volte adoperata. 

Poiché le permutazioni di n simboli possono dividersi in coppie ciascuna 
delle quali comprende due gruppi differenti tra loro per lo scambio di due 
determinati simboli 1’ uno nell’ altro ; e poiché i numeri delle inversioni che 
presentano i gruppi di ciascuna coppia differiscono per un numero impari ; 
così segue; che i termini del determinante a cui questi simboli dan luogo pos- 
sono anche dividersi in coppie di due termini differenti tra loro pel segno e per 

10 scambio di due determinanti simboli I' uno nell' altro. Adunque se in cia- 
scuno di questi termini si scambiano i suddetti simboli, il polinomio risultante 
sarà uguale e di segno contrario al determinante in parola ; ma questo polinomio 
risultante è appunto il determinante il quale si ottiene dal precedente, scam- 
biando r una nell' altra le due colonne verticali che contengono i simboli per- 
mutati : adunque quando in un determinante si scambiano due linee verticali 

11 valore del determinante cambia solo di segno. 

Or si è dimostrato che se si scambiano le linee orizzontali in verticali , il 
determinante non cambia valore ; quindi se dopo avere scambiate due linee 
verticali tra loro , cambiamo le lince orizzontali in verticali , si avrà un de- 
terminante che sarà di segno contrario a quello che si otterrebbe scambiando 
nel determinante primitivo le linee orizzontali in verticali , senza fare prima 
lo scambio di due linee verticali; adunque lo scambio di due linee orizzontali 
porta anche il cambiamento del segno del determinante : quindi, riunendo in 
una questa e la precedente deduzione , possiamo enunciare il seguente. 

Teorema 11.® Allorché in un determinante si scambiano due litiee verticali 
o orizzontali , il valore del determinante cambia soltanto di segno. 

Dalla anzidetta divisione in coppie dei termini di un determinante risulta ; 
che se in ciascun termine delio sviluppo di un determinante si rendono uguali 
due determinati simboli , il polinomio risultante è identicamente zero ; ma l’iden- 
tità di que.sli due simboli porta l’ identità delle due linee verticali del deter- 
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miliatiU: le quali cootengouo questi simboli : adunque'se io un determinante 
due linee verticali s'identificano, esso si annulla. Partendo da questa conclusione 
con un ragionamento analogo a quello fatto poc' anzi si giunge all’altra i-on- 
seguenza : che un determinante anche si annulla se s' identificano due linee 
orizzontali: adunque possiamo stabilire il seguente. 

Teorema 12.° Un determinante ti annoila te due linee orìzsotiiaJi u rerii- 
cali l'identificano. 

Da questo tuorema si deduce un altro di cui avremo bisogno in seguito. 
Supponiamo che in un determinante dell' ordine n* siansi escluse m linee oriz- 
zontali , che noi supporremo essere le ultime ; indi , considerando il quadro 
rimanente come un determinante , lo sviluppiamo in una somma di prodotti 
di determinanti minori rispettivamente degli ordini p ed n — p , essendo p^m 
e p^n — tn ; un termine qualunque di questo sviluppo sarà della forma 
:'M., a 0^.,.,+,. . 

Ora i seix>ndi indici 1.2....p dei simboli compresi nella prima paren- 
tesi indicano che le p linee verticali die formano il primo determinante mi- 
nore (a,., a,.,. . .0,,)^ sono prese nelle prime p linee orizzontali del determinante 

proposto ; similmente i secondi indici p— m-f-1 ,p — m-|-2 , . . .p. . .n — m indi- 
cano che le n — p linee verticali che formano il determinante minore 

(n^, . .. . . . .0, )ji 

sono prese nelle linee orizzontali del proposto le quali sono comprese tra 
la (p— m)* e la (n — m-l-l)* ; quindi le ultime »n linee orizzontali del primo 
determinante minore , e le prime m linee orizzontali del secondo sono prese 
nelle stesse linee orizzontali del proposto , le quali sono quelle comprese tra 
la (p — m)* e la (p+l)°; e siccome questo discorso è applicabile ai determi- 
nanti minori che formano un termine qualunque dello sviluppo in parola ; cosi 
questo rappresenterà il determinante che si forma dal proposto , escludendo 
le ultime m linee orizzontali , e ripetendo due volte di seguito il complesso 
delle linee orizzontali compntse tra la (p — m)* e la (p-f-1)* ; or questo deter- 
minante è evidentemente zero ; adunque : 

Teorema 13.° Se in un determinante deir ordine n st escludono m linee 
orizzontali , e considerando il quadro delle rimanenti linee come un determi- 
nante li tviluppa in una tomma di prodotti di determinanti degli ordini p ed n — p, 
etiendo p>m , e p<n — ra ; lo sviluppo è uguale a zero. 
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CAPO TERZO 


Addizione e solirazione dei determinanti. 


Si' dinotiamo con P il determinoiile 



• . a ^, . . 

■ a.. 



■ a^. 



. . 0.1 



. - 0 . . 


i> con P, il dctcrmiiiuiito minore che si ottiene , escludendo la prima linea 
\erlicale e la r* orizzontale; si avrà 

. . +6„ P.. . . 

(n. .P.— «, .P.- - . ±«..1V+(6. .P.— ft„.P.. . . ±6..P. . . . 

+;à..,P.-à..P....±è„P, ; 

la quale uguaglianza , e la ronsideraziono ; che il cambiamento di una linea 
verticale qualunque colia prima può portare solo il cambiamento del segno del 
deU;rminanle ; ci conducono al ^ 

Teorema 14.“ Se gli elemenii di una qualunque linea verticale di un deter- 
minante rieuliaiio dalla somma di più grandezze ; essa sarà uguale alla somma 
dei deiei minanti che si ottengono , combinando ciascuna linea elementare della 
linea complessa colle rimanenti linee del delerminanle. 

^ evidente che questo teorema convenga anche al caso in cui gli elementi 
di una linea qualunque orizzontale siano composti da somme di più grandezze. 

f, facile di estendere il precedente teorema al raso generale in cui gli 
elementi di ciascuna linea verticale siano composti da somme di più grandezze : 
in fatti un determinante di questa specie può decomporsi nella somma di al^ i 
in cui la prima linea verticale sia una linea elementare della prima complessa : 
ciascuno di questi può decoin|>orsi nella somma di altri in cui la seconda linea 
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sia una qualunque linea elementare di quelle che compongono la seconda linea 
del proposto, e cosi procedendo innanzi, giungeremo in 6ne ad una somma 
di determinanti che si formano dal proposto , prendendo in tutti i modi possi- 
bili una linea elementare in ciascuna delle linee composte del medesimo : adunque 
Teorema 15.° Jl delerminanu di cui ciascun elemento è la somma di più 
grandezze è uguale alla somma dei determinanti formati da tutte le possibili 
combinazioni delle linee verticali elementari. 

Egli è da osservarsi che se una linea elementare di qualche linea com- 
plessa è identica con qualche linea elementare di un' altra linea complessa ; 
allora il determinante che contiene queste due linee elementari svanisce. 

Da ciò che precede risulta ; che la somma di m determinanti i quali dif- 
feriscono per la pf‘ linea verticale o orizzontale è uguale al determinante com- 
posto che si forma da uno qualunque degli m d^rminanti proposti ; sosti- 
tuendo alla p“ linea verticale o orizzontale un altra linea i cui elementi siano 
le somme degli elementi corrispondenti delle linee p< dei proposti determi- 
nanti : ora se supponiamo che le p' linee dei proposti determinanti divenis- 
sero uguali , la somma dei medesimi diviene uguale al prodotto di m per uno 
di essi , ed il determinante composto si riduce ad un altro che differisce dai 
proposti in quanto che ciascun elemento della p" linea verticale o orizzontale 
è moltiplicata per m ; adunque possiamo conchiudere il 

Teorema 16.° Se tutti gli elementi di una linea verticale ovvero orizzon- 
tale sono moltiplicali per una quantità ; il determinante è moltiplicato per questa 
quantità. 

Segue immediatamente da questo teorema ; che se si prendono negativa- 
mente tutti gli elementi di una linea verticale o orizzontale di un determinante ; 
il determinante risultante sarà uguale , ma di segno contrario al proposto : 
quindi possiamo stabilire il seguente 

Teorema 17.° La dàfferenza di due determinanti , che differiscono per la 
linea p° verticale o orizzontale , è uguale al determinante che si forma da uno 
ilei proposti , sostituendo alla p° linea un altra i cui elementi siano le differenze 
ilegtt elementi corrispondenti delle p« linee dei determinanti proposti. 
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Se X ,y ,z dinotano i lati di un triangolo questo determinante 


aH6 volte il quadrato dell'area del medesimo. 

j.. 

' Questo csrmpiu ed il seguente sono stili presi della teorica dei determinanti di Brioscbi. 


Digitized by Google 


2 .* 


— 26 — 

Per le cose già delle è evidente clic il delerminanle 
loft f 

0 5 . K.-Hw. t.-hos.-hbs. 


P = 


», t,-has. 


*. ».+«. J.+M.+bl, «,4-«,4-fc».-K*. 


sia uguale all'altro 


1 000! 

i 

». », », 

0 1 . 1 , », j 


1 ovvero all'altro 

», », », 

*.*.*.*•! 
». *.* 1 * 4 ! 

». », », 




Ora se rappresentano le somme delle potenze zero , prime, 

seconde etc. delle radici dell’ equazione 

jf‘-t-ox* + 6a: + c = 0; (p) 

per le conosciute relazioni tra i coefficienti e le somme delle potenze delle radici 
di un' equazione il determinante P si ridurrà all' altro 


la 6 ci 


03 2ab 
3 2a bO 


r= a'6* — 46' — 4o’c— 2ac’ -t- 18«6c : 


a26 3c0 


ma questa espressione uguagliata a zero dinota appunto la condizione , perchè 
r equazione (p) abbia due radici uguali ; adunque questa condizione sarà 
benanche dinotata dall' equazione 


I. s, z, 

*■ i, *4 


=0 


4 
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CAPO QUARTO 


Kisoluzione delle equazioai alj^ebrìclie lioearì. 


I valori delle ignote di un sistema di equazioni di l.° grado si possono 
esprimere* in un modo conciso per mezzo dei determinanti. In fatti ai abbia 
il sistema di >i e<|uazioni 


o. . j, -t-o,., x.-l- -+-0». X. = u. 

o. . X, -j- a.. X. + «V, X, =; «. 


o.^ x,-(-a„x.-H 

moltiplichiamo queste equazioni rispettivamente pei determinanti minori 

XI. X 

«... ' «... «.- 

del determinante 



ed aggiungiamo alla prima l' equazioni che occupano un posto impari , c to- 
gliamo quelle che occupano un posto pari ; si avrà 



i«. a. a,., 


u.a a.,, 



0 . «„[• 
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= 0 ; 


poiché qiHKti pulinomii rappresentano gli sviluppi dei detcnninanti che si 
ottengono da P, sostituendo alla prima linea « orticaie successivamente la se- 
conda , la terza ec. in fine la n" ; e questi determinanti , avendo due linee 
verticali uguali, sono uguali a zero. Adunque si ha 


U. 0. , . . 

• .0.,. 

fi, a,., . . 

..•a... 




Similmente si dimostrerebbe essere 


a,., a,. u, 

a,., a.^ ». 


u.|. 

Se nelle equazioni proposte fosse u,=u,-- >=u.=:0, e non lo possono essere 
X.; allora dovrà essere 

P = 0: 


«I.Z W| • . 

a. .u.. . 

..a... 



Px.= 



a.-u... 

...a^ 




quindi il risultato dell’ eliminazione delle ignote dal sistema di equazioni 

a,., x,-t-a„,x. h a.., X. = 0 

a,., x,-i-a^,x, h 0 ». X. = 0 


o.^ X. -H ti„ X. 1- o„ X. = 0 

è appunto il determinante P uguagliato a zero : d' onde il 

Teorema 18.® Un deurminaiue dell' ordine n" i in generate tl risultato 
dell'eliminazione di n tariabili da n equazioni lineari, i cui coefficienti sono 
gli elementi dei determinatiti. 

Reciprocamente si ha il 

Teorema 19.* Se un determinante dell'ordine n° svanisce può sempre sta- 
hilirsi un sistema di n omogenee lineari equazioni i coefficienti delle quali sono 
gli elementi del dato determinante. 
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Esempio 4° La condizione perchè tre rette siano parallele ad un piano 
è ilata dall’eliminazione di x,y,z dalle equazioni 

' l x-i-my -h n z=(i 

-t- m,y-+- n,s=0 

ci<M! dal determinante 

l m n 
I, m, n, =0. 

/. m. n. 

2.° La condizione perchè quattro piani passino per un punto è data dal- 
r eliminazione di x,y,z dalle equazioni 

lx-+-n»y-)-ns-t-Ar=0 
l,x 4- m,y 4- n,z + *, = 0 
1^ -+■ m,y + n.z -h k.= 0 
t,x-t-m,y 4- u,j: 4- *,= 0 , 

cioè dal determinante 

t m n k 

I. m, n, k, 

/. m, fi, k, 
t, m, fi, k, . 

:L“ La condizione perchè tre rette s’ intersechino in un punto è data dalla 
elimin.iziiine di x,y dalle tre equazioni 

o jc 4- ft sf 4- c =0 
o.aj 4 - è,?/ r, — 0 

I I . X 4- b.y 4- r.=0 

cioè dal determinante 

afte 
a, ft, c, =0 
a. b, c, . 
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CilPO OUINTO 


ìlolliplicaziuiie dei detcrmiuanli. 


So si formano dei gruppi, prendendo in lutti i mmii possibili un termine 
in ciascuna delle n serie 


n,., b. . fl.,1 6, ■ • . fl.,. b. t tti.i b. . n.,. b. • • ■ n... b. • 


. . 0 ,^ , a.^b.. . .a.^b. , (a) 


escludendo le combinazioni dei termini cbe occupano il medesimo posto in 
serie diverse ; evidentemente questi gruppi , che chiameremo onginorii , sa- 
ranno i termini del seguente determinante 


a. 

.a...-- 

..flta,. 


. fi- - . . 

. .fl- . 


<1. 

.0„.. 

» . ,a„ 


in ognuno dei quali ciascuno degli elementi che 
da uno dei seguenti simboli 




lo compongono è 



b. .b b. (b), 

con un ordini! diverso pei termini diversi. Ma se in ciascun gruppo on'gtmirto 
scambiamo tra loro , in tutti i modi possibili , gli elementi del sistema (a) che 
lo compongono ; indi a ciascuno dei gruppi risultanti , compresovi T origina- 
rio . diamo il segno -t- o — , secondochè è pari o impari il numero delle in- 
versioni che presentano i simboli (b) che esso contiene ; ed a questi simboli 
apponiamo per secondi indici i numeri cbe indicano la loro successione nel 
gruppo ; evidentemente ciascun gruppo originano darà luogo al prodotto di un 
termine del determinante superiore (2) per un determinante che si ottiene dal 
seguente 


b. , è. b, . 

b.,.b b„ 


b..b.. b„ 


( 3 ) 
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facendo tanUi inversioni nelle colonne verticali, quante inversioni presentano 
nel gruppo originario i simt)oli (6) i ovvero i simboli a, , a,, a,. . .a. ; quindi 
se teniamo conto del segno die deve avere nel determinante (2) il suo termine 
che fa da moltiplicatore , ciascun gruppo originario darà luogo al prodotto del 
determinante (3) per un termine del determinante (2) , considerato col segno 
che gli appartiene. Ora dal teorema 15.° si rileva che un determinante della 
forma 






è uguale alla somma dei determinanti formati da tutte le possibili combina- 
zioni delle lince verticali elementari ; ovvero alla somma dei determinanti che 
si ottengono dalle permutazioni di ciascuno dei gruppi di n simboli che si 
hanno prendendo in tutti i modi possibili un simbolo in ciascuna delle n serie 




. 6 .;. 6 ... 6 .. 


•A .A 


.A. A 


(<•) 


poiché il determinante formato dalle permutazioni di uno qualunque dei sud- 
detti gruppi, p. t. ,b, AA,---A, è appunto 


. A... . A, , 

.fr.,.,. A,.., A,., 

! , Aj ,•••••. 


Ma se in vece di dare degli indici a sinistra alle b del precedente si- 
stema (c) ; potiiatno imianzi a ciascuna 6 la lettera a con due iodici dei quali 
l'uno indichi il posto che occupa la 6 in una serie, e l’altro indichi il posto 
che questa serie occii(>a nel sistema ; evidentemente il sistema (c) si converte 
nel sistema (a). 

Quindi la somma dei determinanti i quali risultano dalle permutazioni 
di ciascuno dei gruppi di n simboli che si otleugono, prendendo io tutti i modi 
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possibili un simbolo in ciascuna delle serie (a)', è appunto 


a,., 6,., -Hi,,, b,.,- 

•4-0... 6.. 

, a,,, b, ■ 

• -HI. , b.,. ■ 

■a,., b,.,-t--- 

-ha,, b,, 

a,., b,_.. 

■ +<!.., Ò». 

, a, ,b..-h-- 

• ■HI.J 6,., - 

■a,, 6,.,-|— • 

■ha,. 


a,., b,^-\-a,., b._, • 

■ • +0... b... 

• a, , 

b.^- 


• -ha,^ 6„ 


ma i determinanti i quali risultano dal prendere nelle serie (a) gii elementi 
che occupano il medesimo posto , che sarebbero appunto quelli formati dalle 
linee verticali elementari del precedente le quali occupano il medesimo posto , 
sono uguali a zero : adunque se indichiamo con P il precedente determinante , 
e con P' e P" i determinanti (2) e (3) , si avrà la relazione mm 

P=P'xP" 

la quale dà luogo al seguente 

Teorema 20.° 71 prodotto di due determinanti i uguale al determinante , 
in cui ciascun elemento di una linea qualunque orizzontale è uguale alla eotmna 
ilei prodotti che si ottengono moltiplicando gli elementi della linea orizzontale, 
che occupa lo stesso posto nelF un determinante fattore, per gli elementi corri- 
spondenti della linea orizzontale dell'altro delerminatue fattore, la quale occupa 
lo stesso posto che occupa C elemento del determinante prodotto nella sua linea 
ttrizzonlale. 

Reciprocamente si ha il t 

Teorema 21.° Un determinante i cui elementi sono funzioni lineari di dati 
elementi , i coefficienti essendo gli stesti per ciascuna linea orizzontale , i uguale 
al prodotto di due determinanti dei quali gli elementi tono rispettivamente gli 
elementi dati ed i coefficienti. 

Il teorema ora dimostrato pel prodotto di due determinanti ci conduce 
a stabilire altre forme sotto le quali si può presentare il medesimo prodotto. 
In fatti i due determinanti 


a, , a, , . . , 

. a... 


b„, 6„. . . . 

.b„ 

a... a,,.... 

■ a.. 

= A 

6... b, , . . . 

.b„ 

a,, a 

■ a,^ 


ò,* . . . 

.b„ 
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possono mettersi sotto le forme seguenti 


0... • • 

• •«... 0 


b.. à...... 

..0 6.. 

a,., a. . . . 

-•<V. 0 


à.j b,^.. . 

. . 0 6. . 

0., a. . . . 

. . a... 0 


b„. b 

. . 0 6. . 

0 0.. 

... 0 1 


0 0 ... 

.. 1 0 


ora applicando a questi due determinanti dell’ ordine (n-|- 1)° il teorema 20.* : 
si avrà che il prodotto dei due determinanti A c B sarà 


a...6,.,-Hi..,6... l-o._...6„.. 

■■•a,.. 

à..4-- 

•- , a., 

0. .6. ,H-a,..6,.,. . 

• • • a,.. 


< 0... 


a.. 

— 

-t-a._, .6_,. , a„ 

b... 


6„ 

0 


S(‘ gli stessi due delerniiiianti A e fi si pongono sotto le forme 


a., a,... ,a^,a^, 0 0 


6.. 6..,...0 0 6_,j 6,, 

a^. o„. 0 0 


6. . 6 0 0 6_„. 6.. 

a, , a o._|,a„ 0 0 


6.* 6..,...0 0 b.^ 

0 0 0 0 10 


0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 


0 0....0 10 0 


applicando lo stesso teorema di sopra richiamato ; si avrà che il prodotto 
dei determinanti A e fi si potrà porre sotto la forma 



• +a_... b^.,r 

•a... 6,.,. . 


. Oc. 

»... 6..,-)-. 

• +0.-... 6„,. 

•0,,, b , ,. . 

•+o« .6„^ , o._, . 

» 


•+o„..6_,,.. 

a,.b,.-- 


, 0.^ 


6„. 


6^. 0 

0 


6.. 


6„ 0 

0 
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l'rngTfdumlo nel medesimo modo si giungerà alla seguente forma generale del 
prodotto ab 







o,.,b,.,-l-- 


• •-t-Oi..- • 


•0.. 

a.A.-h- 




• II.. 



brs-,.. 


0 


6.. 

K, 

b.. <• 

0 


Quindi (Hissiamo enuneiure il seguente 

Teorema 22.“ Se si divide ciascuno di due itelerminanli dell' ii'“ ordine 
A e B in due parti contenenti rispettivamente i ed n — i linee verticali, indi 
si moltiplica ciascuna linea orizzontale della prima parte di .1 per ciascuna 
linea orizzmìtale della prima parte di B, e i risultati si dispongono in i/ua- 
dro ; in fine si completa questo quadro colle seconde parti di A e B, dispo- 
nenilole simmetricamente (la parte di parallelamente alle linee verticali . e 
la parte di B parallelamente alle linee orizzontali ) il quadro risultante , fatta 
tusirazione dal segno algebrico, rappresenterà il prodotto AB. 

È da avvertirsi che se i due determinanti di cui si voglia il prodotto 
siano rispettivamente degli ordini m ed n, essendo m>-n, allora parallela- 
mente alle linee verticali ed orizzontali del determinante di ordini; n si por- 
ranno m — n linee i cui elementi siano tutti zero , eccetto quelli che restano 
sulla diagonale i quali siano uguali ad 1 ; ed in tal mudo si ricntn.‘rà nel 
caso da noi considerato di due determinanti del medesimo ordine. 

Oediamo op|xirtuuu di aggiungere qui appresso le diverse forme sotto 
cui può esibirsi il prodotto di due determinanti del sivondo ordine, e quelle 
di due determinanti di ti;rzo ordine. 



>0 U a b> 




1 II h 1 a fi 

1 

1 

0 () c dj 

1 

jlla , ay , b 
1 

= — ;(« , ry , ,1 



jr d' 7 


« i9 0 0 

^ S i 0 





'? ‘f '• <t| 
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a b c 


a ? 7 

a' 6 ' c' 


«' ?' 7 ' 

a" b" f’ 


a"?" 7 " 


— u — 

0 0 0 a b c 
0 0 0 a b' c 
000 0" 6" c" 

=■ (5 y 0 0 0 
«' JS- v' 0 0 0 
«''|S"y" 0 0 0 


a a , 


1 

a", 6 , c 


«'a , 

, a' a' , 

• ^ 

a", I) . r' 


a"a , 

, a' 

, % 

'a", 6". c" 

= 


^ f . 0 , 0 

7 . v' . 7 ' . 0 , 0 


» (1+6 a'+6 ?',a a"+6 ?",c 

«' (I-H/ ? . a' «'+6' a' a"-+-è' ?",c' 

, a"a'+6''?' . a''a''4-6"?".e'' 

7 7' 7'' 0 

« (1+6 ?+c 7 , <■ a'-r 6 ?'+c 7' , <■ a"+6 ?"-(-« 7" 

»' 0+-6' p+c' 7 , a' a'-|-6' p'4-e' 7' . «''-+-6' ?"-+-(^ 7'^ 

a"a+6"?+c"7 . «''a'+-6"?'+c"7' . «i''a''+6''P''+c"7" . 

Il prodotto (li due determinnnti pu6 essere esibito come la somma di ima 
serie di prodotti di delennioanti del medesimo ordine dei primi , la quale 
forma è di grande utilità per la dimostrazione dei teoremi geometrici. 

Per le eose già dette si ha ; che un determinante dell' ordine n* si può 
sviluppare in una somma di prodotti di determinanti minori degli ordini t 
(’d n — I. formati, prendendo in tutti i modi possibili i linee verticali in i 
qualunque linee orizzontali, e le complementari n — i linee verticali nelle 
rimanenti n — i linee orizzontali ; ora questo equivale a dividere il determi- 
nante in tutti i modi possibili in i ed n— i linee verticali, e prendere in 
ciascuna divisione sempre le medesime i linee orizzontali nelle prime i linee 
lerticali, e le n — i complementari nelle seconde n — t linee verticali: per 
modo che diviso un determinante dell' ordine n in un modo qualunque in i 
ed n — 1 lince verticali , se dinotiamo con a, il primo gruppo di i linee oriz- 
zontali delle prime i linee verticali , e con ?, il gruppo delle n — t linee 
orizzontali complementari prese nelle seconde n — i linee verticali; la somma 
dei prodotti dei determinanti minori a,.?,, corrispondenti a tutte le possibili 
divisioni del determinante proposto in i ed n — t linei* verticali , sarà lo svi- 
luppo di questo determinante. 

Ora se indichiamo con a,, n,, n, (?c. tutti i gruppi (Hissibili di 1 linee 
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orizzunlali pru^u nello prime t lince verticali di un determinante dell' urdim- 
II", c con , b, , 6, ec. tutti i gruppi complementari di n — i linee orizzontali 
prese nelle seconde n — t linee verticali ; si avrà 

A = fl, 6. dzfl, b. rta, b,±ec. 

Similmente se indichiamo con a, ec. i gruppi formati dalle stesse com- 
binazioni delle linee orizzontali di i qualumiue linee verticali di un altni 
determinante B dell’n® ordine di quelle che hanno dato luogo ai gruppi a,, a,, n , . 
nel determinante A; e con oc. i gruppi complementari di n — i linee 

orizzontali prese nelle rimanenti n — i linee verticali ; sarà 
fi= ± «, P. ± a. 6. db «, Pi ± ec. 

Laonde nel prodotto dei due determinanti A , B vi sarà una parte che è rap- 
pnisentata dal polinomio | 

± a, b, a, P, ±a. b, a, p,± Ui b, a, |5, ±ec. 
che pub esser |)osta sotto la forma 

±u, p, a, b, ±a.p. a. b, ± a,P, a, b,±ec. (1< 

Ora se formiamo due determinanti A,, B, , sostituendo successi» amente alle 
prime i ed alle seconde n — i linee verticali di A le i e le it — i linee ver- 
ticali della pivcedente divisiom> di B; è evidente che gli sviluppi di questi 
due determinanti A, e B, saranno 

0 . p, ±a,p,± a, p, ±. ec. 

«. b, db a. b, ± a, b, ± ec.: 

laonde se dinotiamo con la somma dei prodotti dei termini 

dei suddetti sviluppi che non sono in linea verticale, si avrà che il p<dino- 
mio (1) sarà uguale ad 

A. B, — s ±0, b. a.P.. 

Ora se formiamo i polinomii (1) corrispondenti a tutte le divisioni possibili 
ili B in I ed in n — i linee verticali ; la somma di questi polinomii può met- 
tersi sotto una delle due seguenti forme 

(I. b, S ± a, P, ± 0 . b, a,3, ± O, b,S ±a, P, ± (>c. 
s±A, B. — 2±ii. b.s±a,p.: 
ora per le cose già dette ciascuna delle somme 

2±a,p. , s|ha.p, , Sdba,p, ec. 

rappnisenta lo sviluppo di B ; inoltre, poiché a. , 3. rappresentano due deter- 
minanti minori non complementari di B; cosi a, p. rappresenta lo sviluppo 
del quadro die risulta da B, sopprimendo una o pili linee orizzontali, in una 
somma di prodotti di determinanti minori degli ordini i ed n — «; e questo 
svilupim pel teorema 13“ è zero : adunque si avrà il 

Teon'ma 23.° Se vi nono due detenniiiaiili A e II ciascuno dell' ordine n ; 

I* se .4 è diviso in un modo determinalo in due imiti rontenenti i ed n i 

linee verticali ; e se lì è diviso in tulle le maniere iiossihiti in due parti con- 
tenenti 1 ed II — i linee verticali ; il prodotto dei due determinanti sarà le/iiiilc 
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aita somma de' prodotti dei determinatiti i quoti risultano dai successito scambio 
di una delle parti di A con la corrispondente parte di B. 

Applicazione 1.* Come prima applicazione del prodotto di due determi- 
nanti riportiamo la dimostrazione di Brioschi di un U;orema enunciato da Syl- 
>p<ter 

Teorema. Il valore del detiTminunte 


a., a n._. tj 

u. o», 1 



a^ I j 

1 1 1 oj 


è uguale a ijnello del determinante 



A„ 

....A.,. 1 

A|.t • 

. . . . A„ 1 

A.. A., 

. . . . A„ 1 

1 

1 . 

.... t 0 


nel liliale b^-l- A',, 

essendo b, , b. . k, , k, . . . due serie di quantità arbitrarie. 
Infatti si moltiplichi il determinante P pel seguente 


10.. 

.. 0 

k. 

0 1.. 

.. 0 

k. 

0 0.. 

1 

k. 

0 0... 

.. 0 

1 


ed il prodotto sarà 


a... + k. 

0... -t-k, .. 

... 1 

a,.,-hk. 


... 1 





... 1 

1 

1 

# 
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Si iimltipliflii (luosto risultalo pel delfiminanl»! 


10.. 

. . . 0 i. 

0 1.. 

. . . 0 6. 

0 0.. 

. . . 1 b. 

0 0.. 

..ff l| 


c si iurà [M-T risultalo il delermiuantti P. 

2.* Siippoiiiatnn che vi siano due tetraedri i cui volumi siano ‘ 


a?, y, 5. 1 


«. P. V. 1 

■c. !/. 1 

/ 

». |5. 7. 1 

1 

V» "1 1 

7 

*> 7. 1 

Vi h 1 


“« Pi 7i 1 


Il prodotto di questi due determinanti (staccando da ciascuno di essi sol- 
tanto r idtima linea verticale) può essere rappresentato dal determinante 
Sl.il, Sx,». lJC,x, Sx.atj 1 

IX,«, 2x.a, Ix.a, 1 

^ SX,«. iX.a, 2x,a, Ix,a, 1 

IXjii, SX,», iX,», 0 

11110 

in cui in generale un termine come Sx,«, rappresenta 

Inoltre aggiungendo 

— jsjl . — — jsx; , -^x; 

alle rispettive linee orirxontali , c 

— iSa* . ‘Sa" Jw iv-* 

alle rispettive linet^ verticali ; il precedente determinante ( dopo un cambia- 


* Ue applkiiioni 2 " e 3 * sono nponai* cosi dt Spotiiswoode — Thcorcms rclalioR lo I).-- 
t«rmiunt$. 
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nifiito (li se$(ni che non altera il risultato ) diviene uguale a 
|S{x, — «,)• sia-. — a.)' s(x, — a,)’ S'x, — aj* 1 

S-X.— «.)■ — “.)■ -(-T.— ®i)’ !(*.— «j)‘ 1 

S(x,— a,)' I(x, — «.)■ X'x, — a,)’ l(x, — «,)• 1 
S(>4— «.)' S(iT| — «,)■ 2(X, — «,)* S(X, — a,l’ 1 


di 


1 


1 


0 


ovvero, ehiamaiido a , b , c , d i vertici di un solido , e p , q , r , s quelli 
ileir altro , 8x30 cioè 288 udte il loro prodotto è rappresentato da 

I ap' "aq or" a$ 1 1 


hp' btj* br* TT 1 
ry er ri" 1 

dr* di" 1 

litio 


4_ 


Ora se p , f/ , r , »■ eoincidotio rispettivamente con a ,h ,c ,d; 370 volte 
. il ipiadrato del tetraedro abrd sarà rappresentato sotto la forma di Oiyley 


0 ab ac* arf* 1 1 

6(1* 0 Kc* bit 1 

co* c6* cfC 1 

da* ’Jb* de* 1 

11110 

3 .* Siiino I** ar«*r dì due triarij^oli rapprvscntati* dai dclerniinanti 



X. X. X, 


*1 *» 

A = 

II. y. y, 

B = 

i3. ?. 


1 1 1 


1 1 1 


|M*1 siM’oiidc» m(tlod(> della mnltiplicazif^m» dei deleriniiiaiiti si ha 



X, «. 


a, X, 


X, «, *1 


«. Xi 


X. «. «, 


*. X. X, 

\B=:: 

y. ?, P. 


?i ij. y. 


?/l p* Pi 


P. y. y. 

-I- 

!/. ?t Pi 


P. y. y» 


1 1 t 


1 1 1 


t 1 1 


1 1 1 


l t 1 


1 1 1 i; 
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quindi se ABC, DEF sono i due triangoli: sarà 

ABCxDEF = ADE X FBC -t- AEF X DBC + AFD x BFt:. 

l'equaziom' di una conica, e siano {x,y){x',y')\x^.,tj'') tre punti presi sulla 
conica o fuori di essa ; inoltre |)oniamo 


.r* 

«• 




•r'" , y" , 

y". 


o* ^ 6" 


l.i 


Ora se dinotiamo con A l'area del triangolo i cui vertici sono ix,y) (x' ,y'){xf' ,y" ), 
si ha 


fi » 1 
ab 

t. 1 

a 6 

fjf 

— T 1 
a b 




p'= 


£ y 1 

o b 
o i 


r =L 1 

! ^ — I 


,A 


ma pel teorema 20.° si ha 


PI*' ZZ 


, O ... «..1 

a... «... «..1 


i]uin<li sarà 

\r=^ab{—a,., a,., «l.+a.,. «'...-f-ai^n;..— 2a.., a,.)*. 

Quando il triangolo è iscritto nella conica 

a, ,=0 a,..=0 il, ,=0 : 

e se f, g, h sono le corde che congiungono i punti {x,y)(x\ y')>iX'' ,yf'\ , 
ed F , G , Hi semidiametri paralleli ad f, g , h sarà 

a‘ 


I I vy — y ; _ ; _ (x—x'’}’ , (y— y")”_ 9 

ir— ■+* *. -p. — ^a... — - 


G* 


-2a., 


■ + 


(y-y')V ._A- 

A* “H* ’ 


c quindi 


'^~Ìr“*FGH* 


‘ fipplirazione è presa da uoa nipmoria di M. Joacbimsul ( Creile XI ). 
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dalla quale relazione si rileva che: il doppio dell' area di un triaiujolo iscriuu 
in un' ellisse sla al prodotto degli assi principali come il prodotto dei lati sta 
al prodotto dei diametri ad essi paralleli. 

Se r ellisse diviene un cerchio 

a = fc = F = G=H=:r, 

cjisendo r il rajzpo del cerchio , e quindi la precedente relazione si riduce 
all’altra 

àr 

Or dividendo questa per l'equazione rorris|iondente all'ellisse si ha 

FGH 
al< ' 

e quindi 

Il raggio di un cerchio che jìossa per tre punti di una ellisse è uguale 
al prodotto dei semidiametri paralleli ai lati del triangolo iscritto , diviso pel 
prodolio dei semiassi. 


l I N K. 






Digitized by Googlej 






